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RESUMO

No presente trabalho, buscamos explorar, a partir da apresentacdo dos casos de congruéncia de triangulos, a
possibilidade de estudar a combinacdo de outros elementos correspondentemente congruentes em triangulos
retangulos. Apesar de tais combinagdes de elementos ndo nos levarem a outros casos de congruéncias propriamente
ditos, pois sempre recaimos nos tradicionais casos ja definidos, o estudo do assunto se torna potencial para
aprendizagem dos outros casos de congruéncia, ja que na investigacdo a todo instante os mesmos sao requeridos,
despontando como um elemento favoravel ao ensino de geometria. Além disso, buscamos explorar os casos dando
destaque a trés representacdes diferentes, linguagem natural, figural e simbélica, favorecendo o uso de diferentes
representacfes semioticas no processo de aprendizagem da geometria.

Palavras-chave: Congruéncia de Tridngulos; Tridngulos Retangulos; Ensino de Geometria.

The special case of congruence of right triangles: exploring possibilities

ABSTRACT

In the present work, we seek to explore, from the presentation of cases of congruence of triangles, the possibility
of studying the combination of other correspondingly congruent elements in right triangles as a way of establishing
other special cases of congruence for right triangles. Although such combinations of elements do not lead us to
other cases of congruence per se, as we always fall back on the traditional cases already defined, the study of the
subject becomes potential for learning about other cases of congruence, since in the investigation at all times the
same are required, emerging as a favorable element to the teaching of geometry. In addition, we seek to explore
the cases highlighting three different representations, natural, figural and symbolic language, favoring the use of
different semiotic representations in the geometry learning process.

Keywords: Congruence of Triangles; Rectangular Triangles; Geometry Teaching.

El caso especial de congruencia de triangulos rectangulos: explorando posibilidades

RESUMEN
En el presente trabajo se busca explorar, a partir de la presentacién de casos de congruencia de tridngulos, la
posibilidad de estudiar la combinacion de otros elementos correspondientemente congruentes en triangulos
rectangulos como forma de establecer otros casos especiales de congruencia para tridngulos rectangulos. Si bien
tales combinaciones de elementos no nos conducen per se a otros casos de congruencia, ya que siempre recurrimos
a los casos tradicionales ya definidos, el estudio del tema se vuelve potencial para conocer otros casos de
congruencia, ya que en la investigacion veces se requieren los mismos, surgiendo como un elemento favorable a
la ensefianza de la geometria. Ademas, buscamos explorar los casos destacando tres representaciones diferentes,
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lenguaje natural, figurativo y simbélico, favoreciendo el uso de diferentes representaciones semioticas en el
proceso de aprendizaje de la geometria.
Palabras clave: Congruencia de Triangulos; Triangulos Rectangulares; Ensefianza de la Geometria.

INTRODUCAO

A sistematizacdo deste artigo foi motivado por uma pergunta feita por um grupo de
professores de matematica da rede publica estadual de Sinop/MT em formacdo durante um
curso de extenséo ofertado no ano de 2015 na Universidade Federal de Mato Grosso. Este curso
de extensdo foi ofertado com o intuito de produzir dados para nossa tese doutoral,
posteriormente apresentada em Trevisan (2016). Ao retornar as atividades docentes nos cursos
que tenho ministrado ao longo dos ultimos anos, a atividade também foi inserida em contextos
de formacdo docente, na formacdo inicial e continuada buscando produzir investigacdes e
reflexdes junto aos estudantes. Em 2017, uma primeira versdo deste artigo foi apresentado no
I11 COCIN - coléquio de Ciéncias Naturais e Matematica, versdo essa que foi ampliada para
construcdo do presente artigo.

No curso de extensao, o problema surge quando, ao estudarmos os casos de congruéncia
de triangulos, especialmente o chamado caso especial de congruéncia para triangulos
retdngulos, um dos trios participantes da formacao, questionou sobre o porqué s6 haver um caso
especial de congruéncia de triangulos retangulos. Por que outros casos ndo se caracterizavam
como casos especiais? Ou seja, estavam interessados em saber o porqué das outras combinacdes
de dois elementos correspondentemente congruentes em um triangulo retangulo ndo ser
estabelecido como um caso especial também.

Na ocasido listamos as possibilidades das outras combinagdes de elementos congruentes
para investigar e mostrar que alguns ndo caracterizam triangulos congruentes, como alguns
contraexemplos ilustram facilmente, e outras combinagdes levam a casos de congruéncia ja
definidos, logo ndo necessitam ser estabelecidos como outros casos especiais.

Acreditamos que investigar esta possibilidade de dizer os motivos das outras
combinagbes de elementos congruentes ndo serem definidos como casos especiais de
congruéncia de tridngulos pode ser explorada na educagdo basica, pois tal investigacao leva a
explorar os outros casos de congruéncia de tridngulos, favorecendo o entendimento sobre estes
e contribuindo com o ensino da geometria. Tal contribuicéo se torna importante, especialmente
envolvidos em processos de formacdo inicial ou continuada, pois ajuda a contribuir com a

mudanca de cenarios encontrados envolvidos com o ensino e aprendizagem da geometria
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(TREVISAN E FREITAS, 2017). Além disso possibilita trabalhar com diferentes registros de
representacdes semidticas, o que € essencial para a aprendizagem da matematica segundo Duval
(2003, 2009, 2011).

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

A ideia de congruéncia, de uma maneira intuitiva e geral, seja entre segmentos de retas,
angulos poligonos, aqui destacamos os triangulos, foco de estudo deste trabalho, pode ser
formada intuitivamente ao levarmos em consideracdo que dois desses elementos sdo
congruentes quando podem ser superpostos ao efetuarmos um deslocamento conveniente.
Normalmente em matematica, usa-se o simbolo = para indicar uma congruéncia entre dois
elementos.

Para o caso especifico dos triangulos, dizemos que matematicamente dois tridangulos séo
congruentes se estes tiverem ordenadamente congruentes os trés lados e os trés angulos
(DULCE; POMPEO, 1993). Nesse caso, se dois triangulos forem congruentes, entdo sao
congruentes entre si:

e Os angulos opostos a lados congruentes;
e Os lados opostos a angulos congruentes.
Assim, temos que dois tridangulos ABC e A’B’C’ sdo ditos congruentes ¢ indicamos essa

congruéncia por AABC = AA’B’C’ se tivermos:

AB = A'B’ A=A
AC = A'C’ e B =B (1)
BC =B'C’ C =0

Geralmente a congruéncia é representada como na Figura 1 a frente, em que as
marcacdes iguais sobre os lados e os angulos correspondentes simbolizam a relacdo de

igualdade entre esses elementos.

Figura 1 - Representacdo figural da congruéncia entre os tridngulos ABC ¢ A’B’C’.

B Hi C B’ i c’
AABC = AA’B’C’

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A importancia do estudo da congruéncia de triangulo esta no fato de que ele permite a
verificagdo de muitas propriedades geométricas, ndo so no que diz respeito aos triangulos, mas
também a outras classes de poligonos, como € o caso dos quadrilateros.

O que chamamos de casos de congruéncia® é a existéncia minima de congruéncia
ordenada entre os lados e os &ngulos de dois tridngulos, a partir dos quais é possivel garantir
todas as congruéncias entre lados e angulos apresentadas em (1).

Para os casos de congruéncia de triangulos, é possivel demonstrar que, satisfazendo a
existéncia minima de condicGes descritas em cada caso para dois tridngulos, entdo esses
triangulos sdo congruentes, este fato ja é conhecido e estabelecido desde a antiguidade na obra
“Os Elementos” de Euclides. Contudo, neste trabalho, omitiremos essas demonstragdes, pois
como destacamos na introducdo e no proprio titulo do trabalho, estamos interessados em olhar
para 0 chamado caso especial de congruéncia de triangulos retdngulos. Mesmo assim, na

préxima secao serdo apresentados os demais casos de congruéncia.

Os casos de congruéncia de triangulos
O caso Lado Angulo Lado — LAL:
Se dois triangulos ABC e A’B’C’ possuem ordenadamente congruentes dois lados e o

angulo compreendido entre esses lados, entéo esses triangulos s&o congruentes. Nesse caso, 0
lado restante e os outros dois angulos também sdo ordenadamente congruentes. Em

representacdo figural, podemos denotar por:

Figura 2- Representacao figural do caso de congruéncia LAL.

A

A c C B’

AABC =AA’B’C’

Fonte: Elaborado pelo autor.

2 Também chamado de critério de congruéncia.
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Em representacdo simbdlica, o caso de congruéncia LAL pode ser dado por:

AB = A'B’ — D/
A=A {= AABC = AABC = {E f%,: %C: o
AC=AC =P ek=

Apresentaremos 0s casos de congruéncia de tridngulos com a utilizagcdo de trés
representacdes diferentes, no caso figural, simbdlica e linguagem natural no enunciado, por
reconhecer a importancia destacada por Duval (2003, 2009, 2011) do uso de diferentes
representacdes semidticas no processo de aprendizagem matematica, apontadas em sua teoria
dos registros de representacdo semidtica, a qual ndo € diretamente foco de destaque deste
trabalho, mais um elemento importante a ser considerado no processo de aprendizagem da

geometria.
O caso Angulo Lado Angulo — ALA:

Se dois tridngulos ABC ¢ A’B’C’ possuem ordenadamente congruentes um lado e os
angulos adjacentes a esse lado, entdo esses triangulos sdo congruentes. Assim, o angulo restante
e 0s outros dois lados também sdo ordenadamente congruentes. Em representacdo figural,

podemos denotar por:

Figura 3 - Representacao figural do caso de congruéncia ALA.

A B'

B i c c A

AABC=AAB’C’

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma representacgdo simbolica para o caso de congruéncia ALA pode ser dada por:

~

'c't = AABC = AA'BC = {AB =A BA e AA'C =A'C

o]
o O
o T W)
11

O caso Lado Lado Lado — LLL:
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Se dois tridngulos ABC e A’B’C’ possuem ordenadamente congruentes os trés lados,
entdo esses tridngulos sdo congruentes. Consequentemente também sdo ordenadamente
congruentes os trés angulos desses triangulos.

Em representacdo figural, podemos denotar o caso LLL como segue na figura abaixo:

Figura 4 - Representacdo figural do caso de congruéncia LLL.

o

AABC=AA’B’C’

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma representacao simbolica para o caso de congruéncia LLL pode ser dada por:

AB = A'B’ o o
BC=B'C'{=AABC = AABC=>{A=A, B=B' e C=C
AC=A'C

O caso Lado Angulo Angulo oposto — LAAO:

Se dois triangulos ABC e A’B’C’ possuem ordenadamente congruentes um lado, o
angulo adjacente a esse lado e o angulo oposto a esse lado, entdo esses triangulos sédo
congruentes. E, portanto, também sdo ordenadamente congruentes o angulo restante e os outros
dois lados desses triangulos.

Em representacdo figural, podemos denotar esse caso de congruéncia como segue:

Figura 5 - Representacdo figural do caso de congruéncia LAAo.
5

A

AABC=AAB’C’

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Uma representacao simbolica para o caso de congruéncia LAAOo pode ser dada por:

BC c=¢
B’ t = AABC = AA'BC = { =
A

BC
B — A'D! — AT

O caso de congruéncia especial para triangulos retangulos — TR
Se dois triangulos retangulos ABC ¢ A’B’C’ possuem ordenadamente congruentes a
hipotenusa e um dos catetos, entdo esses triangulos sdo congruentes. E, portanto, também s&o

ordenadamente o outro cateto e os dois angulos desses triangulos retangulos.

O caso de congruéncia especial para triangulos retangulos em representacéo figural pode
ser dado como ilustrado na Figura 6 a frente.

Figura 6 - Representacdo figural do caso de congruéncia TR.
C

Ai
o] 5 c

AABC = AA'B’C

Fonte: Elaborado pelo autor.

Temos também que uma representacao simbolica para esse caso especial de congruéncia
pode ser dada por:

BC = B’C’(hipotenusa) = oA A
AC = A'C'(cateto) = AABC = AA'BC = { b= B, y L=
N A AB = A'B’ (cateto)
A = A’ (angulo reto)

Como podemos ver nos casos de congruéncia definidos acima, quando estamos tentando
resolver um determinado problema em geometria e sabemos ou conseguimos mostrar que 0s
elementos de dois tridngulos satisfazem as condi¢des de um dos casos de congruéncia, podemos
afirmar que os tridangulos em questdo sdo congruentes e podemos concluir que os outros
elementos desses triangulos, os quais ndo conhecemos, sao também dois a dois congruentes, o
que, muitas vezes, permite concluir certas propriedades.
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Outras possibilidades para definir casos especiais de congruéncia de triangulos retangulos

Como apresentado na introdugéo, durante um curso de extenséo ofertado a professores
de matematica da rede publica estadual de educacdo no ano de 2015, com o intuito de produzir
dados para nossa tese doutoral, ao estudarmos os casos de congruéncia de triangulos, um dos
trios participantes das atividades, nos questionou sobre porque s6 haver um caso especial de
congruéncia de triangulos retangulos, porgque outros casos ndo se caracterizavam como casos
especiais.

A resposta apesar de simples e aparentemente 6bvia, muitas vezes ndo é percebida com
clareza pelos professores, o que pode desencadear uma falta de aprofundamento sobre essa
discussdo em sala de aula, podendo levar os alunos a ndo perceberem também tal relagdo. 1sso
nos motivou a trazer para este trabalho a apresentacdo dos motivos de outras possibilidades néo
serem consideradas casos especiais de congruéncia de triangulos.

Vejamos todas as possibilidades de ocorréncia minima de congruéncia para tentarmos
estabelecer as congruéncias e analisemos cada caso, sempre levando em consideracao ja haver
a relacdo de congruéncia entre os angulos retos dos triangulos retangulos, assim temos 4
possibilidades para analisar, a saber:

A 12 possibilidade, o caso Angulo-Angulo — AA - para triangulos retangulos: os
triangulos retangulos terem dois angulos ordenadamente congruentes.

Neste caso os triangulos teriam os 3 angulos ordenadamente congruentes. Mas apenas
isso ndo garante a congruéncia. A Figura 7 ilustra um tipico exemplo de dois triangulos
retdngulos ABC e ADE que tem os trés angulos congruentes e obviamente ndo sdo congruentes.
Essa construcdo é obtida tomando os segmentos BC//DE, portanto podemos utilizar as
propriedades associadas a retas paralelas cortadas por uma transversal para garantir a
congruéncia dos angulos.

Um fato a ser ressaltado aqui é que, na verdade, como sabemos, o caso AAA (Angulo-
Angulo-Angulo) n4o é caso de congruéncia para quaisquer dois triangulos, logo também néo é

valido para tridngulos retangulos.
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Figura 7 — llustracdo figural da possibilidade AA para tridngulos retangulos.

]

Fonte: Elaborado pelo autor.

A 22 Possibilidade, o caso Cateto Angulo — CA - para triangulos retangulos: os
triangulos retangulos terem ordenadamente um cateto e um angulo congruentes.

Neste caso, como em um triangulo retangulo o &ngulo reto é formado pelos catetos, n6s
temos duas possibilidades para analisar. Primeiro, os angulos congruentes poderiam ser
adjacentes aos catetos congruentes, e assim recaimos no caso de congruéncia ALA, e 0s

triangulos retangulos sdo de fato congruentes. A Figura 8 ilustra esta possibilidade.

Figura 8 — Representacéo figural da possibilidade CA para tridngulos retangulos
C

Ai

]

AABC = AA’B’C’ — pois recai no caso ALA

Fonte: Elaborado pelo autor.

A segunda possibilidade dentro deste caso CA seria dos angulos congruentes serem
opostos aos catetos congruentes. Neste recaimos no caso de congruéncia LAAo, como a Figura

9 ilustra.
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Figura 9 — Representacdo figural da possibilidade CA para triangulos retangulos.
C

Ai

o] N

B ¢
AABC = AA’B’C’ — pois recai no caso LAAo

Fonte: Elaborado pelo autor.

A 32 possibilidade, o caso Hipotenusa Angulo — HA — para tridngulos retangulos: dois
tridangulos retangulos terem a hipotenusa e um angulo ordenadamente congruentes.

Neste caso independente do angulo congruente recaimos no caso de congruéncia LAAo,
pois, em um tridngulo retangulo, a hipotenusa é o lado oposto ao angulo reto. A Figura 10 ilustra

esta possibilidade.

Figura 10 — Representacdo figural da possibilidade HA para triangulos retangulos.

C A

o] N
A E

CF

AABC = AA’B’C’ — pois recai novamente no caso LAAo

Fonte: Elaborado pelo autor.

A 42 possibilidade, o caso Cateto Cateto — CC — para triangulos retangulos: dois
triangulos retangulos possuirem ordenadamente congruentes os dois catetos.

Neste caso, como em um triangulo retdngulo os catetos sdo sempre adjacentes, e 0
angulo reto é formado por estes dois segmentos, entdo recaimos no caso de congruéncia de

triangulos LAL. Como a Figura 11 ilustra.
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Figura 11 — Representacdo figural da possibilidade CC para tridngulos retangulos.

C a
B’
] N ,
A B ¢
AABC = AA’B’C’ — pois recai novamente no caso LAL.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Estas 4 possibilidades apresentadas juntamente com o caso especial ja trazido na se¢édo
anterior, estabelecem todas as possibilidades de congruéncia entre os elementos de dois

triangulos retangulos.

EXPLORACAO NO CURSO DA ATIVIDADE EXTENSAO

No curso de extensdo, como ja comentamos na introducdo, o problema surge quando,
ao estudar os casos de congruéncia de tridngulos, especialmente o chamado caso especial de
congruéncia para triangulos retangulos, um dos trios participantes da formacéo, observou haver
apenas um caso de congruéncia envolvendo triangulos retangulos, entdo questionou: Por que
outros casos ndo se caracterizavam como casos especiais? Ou seja, estavam interessados em
saber 0 porqué das outras combinacOes de dois elementos correspondentemente congruentes
em um triangulo retangulo, além do angulo reto, ndo ser estabelecido como um caso especial
também.

A partir da pergunta do grupo, foi proposto ao mesmo realizarem uma investigacao
sobre o problema. Assim, os alunos do curso (professores), aceitaram o convite a investigacao
e dedicaram-se explorar o tema. Primeiramente os alunos limitaram as possibilidades de
combinacdo entre os elementos, apos discussdes chegam a conclusao de haver 4 possibilidades,
como descrito anteriormente.

O proximo passo foi explorar essas possibilidades. As primeiras tentativas muitas vezes
partiram por procurar por contraexemplos, o que levou a obterem uma solugdo relativamente
rapida para o primeiro caso, onde temos triangulos retangulos com todos os angulos

congruentes, pelo publico em questdo serem professores, a maioria ja tinha consolidado essa
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afirmacdo de que 3 &ngulos congruentes ndo garantem a congruéncia de tridngulos. Porém isso
nem sempre acontece ao questionar esse fato a alunos em formacé&o inicial e na educacéo bésica,
muitos nestas fases, de forma intuitiva, acreditam em um primeiro momento que 3 angulos
congruentes sao suficientes para garantir a congruéncia.

A fata de contraexemplos para 0s outros casos, o levavam rapidamente a relacionar com
0s casos ja conhecido, levando a reforcar o aprendizado destes casos, além de construirem
argumentagdes para tal. As argumentacfes em algumas vezes se comportavam de forma
empiricas, caracterizando-se como provas empiricas, seguindo a proposta de Trevisan e Freitas
(2019), buscando elementos coloquiais. Porém alguns trios conseguiam sustentacdes
matematicas formais produzindo provas teoricas, relacionando os casos de congruéncia como

propriedades matematicas validas, a nosso ver, avancando na proposta de investigacao.

CONCLUSOES E DISCUSSOES

No trabalho, evidenciamos que podemos olhar para outras possibilidades de
combinac6es de dois elementos ordenadamente congruentes em triangulos retangulos buscando
estabelecer se ha ou ndo como garantir a congruéncia a partir destes elementos.

Como buscamos evidenciar, em algumas combinacGes € possivel estabelecer a
congruéncia, mas estas quando muito, se reduzem a um dos 4 casos de congruéncia de
triangulos que normalmente a literatura define, ndo havendo necessidade de ser apresentada
COmo casos especiais de congruéncia.

No entanto esta percepcdo nem sempre parece explicita, como ocorreu no curso de
extensdo, mesmo tendo como publico professores de matemaética, em que um grupo de
professores questionou sobre o fato. Para responder a indagacdo dos professores, foi proposto
uma investigacdo sobre o problema. Primeiramente os alunos limitaram a possibilidades de
combinacdo entre os elementos, levantados chegando ao quadro das 4 possibilidades e
explorando cada caso.

A proposta de investigacéo, seja no levantamento dos casos de congruéncia existente,
seja no desenvolvimento de argumentos, mobiliza o trabalho com ao menos 3 registros de
representacdes diferentes: Linguagem natural, simbolico e figural, algumas teorias, como é o
caso da teoria dos registros de representaces semioticas, defendem a importando do trabalho

com multiplos registros no processo de ensino e aprendizagem.
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Assim cremos que explorar a relacdo existente em tridngulos retangulos a fim de
investigar a possibilidade de definir outros casos especiais de congruéncias pode ser um
exercicio de investigacdo que possibilita explorar os outros casos de congruéncia como forma
de solidificar a aprendizagem, podendo contribuir assim com o ensino da geometria em

processo de formagao.
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