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RESUMO

Neste artigo, destaca-se o desenvolvimento histérico e epistemoldgico dos métodos para determinar a equacao de
uma cdnica especifica, desde Menécmo com a Oxytome até as contribuices de Apoldnio com a Elipse. O texto
revela um movimento sequencial historico, utilizando a Histéria da Matematica para enriquecer o ensino da conica
que conhecemos como Elipse, explorando métodos diversos para determinar sua equagdo, culminando na
expressdo reduzida. Isso é feito a partir de uma pesquisa bibliografica em fontes primérias, secundarias e terciarias.
Embora ndo se concentre nas potencialidades das tecnologias digitais, destaca-se o papel do GeoGebra na
realizacdo precisa de figuras e na compreensédo de correlagbes geométricas e algébricas durante a investigacdo
histérica. Consideramos que este tipo de investigacéo historica é de importancia conceitual para os professores e
de importancia didatica para o desenvolvimento, apropriacdo e representacéo histdrica ndo apenas dessa conica,
mas também de outras curvas, no &mbito cientifico e disciplinar da matematica e no seu ensino.

Palavras-chave: Elipse; Equacdo; Historia da Matemaética; Ensino.

Historical Connections between the Oxytome and the Ellipse:
Implications for Teaching Conic Sections Ellipse

ABSTRACT
In this article, we highlight the historical and epistemological development of methods for determining the
equation of a specific conic section, from Menécmo with the Oxytome to the contributions of Apollonius with the
Ellipse. The text reveals a sequential historical movement, using the History of Mathematics to enrich the teaching
of the conic section known as the Ellipse, exploring various methods to determine its equation, culminating in the
reduced expression. This is done through bibliographical research in primary, secondary, and tertiary sources.

1 Mestre em Educacio em Ciéncias e Mateméticas pela Universidade Federal do Para (UFPA). Doutoranda no Programa de
Pds-Graduacéo em Educagdo em Ciéncias e Matematicas da Universidade Federal do Pard (UFPA), Belém, Par4, Brasil.
Endereco para correspondéncia: Rua Augusto Corréa, 01, Campus Universitario do Guama, Belém, Pard, Brasil, CEP:
66075-110.0RCID: https://orcid.org/0000-0002-2485-1059. Lattes: http://lattes.cnpg.br/9964399535972053.

E-mail: ivonne.s.1812@gmail.com.

2 Mestre em Educacdo em Ciéncias e Mateméticas pela Universidade Federal do Para (UFPA). Doutorando no Programa de
Pds-Graduacéo em Educagdo em Ciéncias e Matematicas da Universidade Federal do Para (UFPA), Belém, Par4, Brasil.
Endereco para correspondéncia: Rua Augusto Corréa, 01, Campus Universitario do Guama, Belém, Pard, Brasil, CEP:
66075-110.0RCID: https://orcid.org/0000-0002-5174-9148. Lattes: http://lattes.cnpq.br/4358821746569093.

E-mail: luiscastleb@gmail.com.

3 Doutor em Educacéo pela Universidade Federal do Rio Grande do Norte (UFRN). Professor Titular do Instituto de
Educacdo Matematica e Cientifica (IEMCI) da Universidade Federal do Pard (UFPA), Belém, Par4, Brasil. Endereco para
correspondéncia: Rua Augusto Corréa., 01, Guama, Belém, Par4, Brasil, CEP: 66075-110.0RCID: https://orcid.org/0000-
0001-7910-1602. Lattes: http:/lattes.cnpq.br/4490674057492872. E-mail: iamendesl@gmail.com

Colnspiragdo - Revista dos Professores que Ensinam Matematica | ISSN: 2596-0172 | Qualis: B1
V. 7, 2024003, Jan.-Dez., 2024
DOI: 10.61074/Colnspiracao.2596-0172.e2024003


https://orcid.org/0000-0002-2485-1059
http://lattes.cnpq.br/9964399535972053
mailto:ivonne.s.1812@gmail.com
https://orcid.org/0000-0002-5174-9148
http://lattes.cnpq.br/4358821746569093
mailto:luiscastleb@gmail.com
https://orcid.org/0000-0001-7910-1602
https://orcid.org/0000-0001-7910-1602
http://lattes.cnpq.br/4490674057492872
mailto:iamendes1@gmail.com

Conexdes Histéricas e Epistemoldgico entre a Oxytome e a Elipse: Implicagdes para o Ensino de Segdes Conicas

Although it does not focus on the potential of digital technologies, the role of GeoGebra in creating precise figures
and understanding geometric and algebraic correlations during historical research is emphasized. We believe that
this type of historical investigation is conceptually important for teachers and didactically significant for the
development, appropriation, and historical representation not only of this conic section, but also of other curves,
within the scientific and disciplinary scope of mathematics and its teaching.

Keywords: Ellipse; Equation; History of Mathematics; Teaching.

Conexiones Histdricas entre la Oxytome y la Elipse:
Implicaciones para la Ensefianza de Secciones Conicas

RESUMEN
En este articulo, resaltamos el desarrollo histérico y epistemolégico de los métodos para determinar la ecuacion
de una seccidn conica especifica, desde Menécmo con la Oxytome hasta las contribuciones de Apolonio con la
Elipse. El texto revela un movimiento histdrico secuencial, utilizando la Historia de las Matemaéticas para
enriquecer la ensefianza de la seccion conica conocida como la Elipse, explorando varios métodos para determinar
su ecuacion, culminando en la expresion reducida. Esto se realiza a través de la investigacion bibliografica en
fuentes primarias, secundarias y terciarias. Aunque no se centra en el potencial de las tecnologias digitales, se
destaca el papel de GeoGebra en la creacion de figuras precisas y la comprension de correlaciones geométricas y
algebraicas durante la investigacion historica. Creemos que este tipo de investigacion histérica es conceptualmente
importante para los profesores y significativa didacticamente para el desarrollo, apropiacion y representacion
historica no solo de esta seccion cénica, sino también de otras curvas, dentro del ambito cientifico y disciplinario
de las matemaéticas y su ensefianza.
Palabras clave: Elipse; Ecuacion; Historia de las Matematicas; Ensefianza.
CONSIDERACOES INICIAIS

A elipse € um conceito matematico para ser abordado no ensino médio, mas é
comumente abordado no ensino superior. Essa abordagem fundamenta-se em curvas que sdo
geradas a partir de cortes transversais num cone, explorando diversas representacdes, tais como
graficos, expressdes algébricas etc. Essa curva é minuciosamente examinada com énfase na
disciplina de geometria analitica, especialmente atraves da definicdo de lugar geométrico, na
qual a elipse integra o estudo das conicas (Siqueira, 2016).

Bordallo (2011) destacou que, nos livros didaticos do terceiro ano do ensino medio, as
conicas sdo comumente apresentadas por meio do corte entre um plano e um cone circular reto
de duas folhas. Entretanto, Borges (2023) sinaliza que nao se realiza a demonstracao da equacgéo
reduzida de nenhuma conica; a equacdo € apenas apresentada como o desdobramento da
propriedade focal. Nesse cenario dos livros didaticos, Monteiro (2014) destaca o predominio
do enfoque algébrico no estudo das conicas em detrimento de um ensino-aprendizagem de
aspectos mais intuitivos, como proposto na geometria. Esta, por sua vez, é utilizada, em sua
grande maioria, apenas como suporte introdutério para cada figura cdnica abordada.

Nesse contexto, a elipse emerge como uma curva resultante dessa interse¢do quando o
plano é posicionado paralelamente a reta geratriz do cone reto de duas folhas. Nesse sentido,

mostra-se que o ensino das conicas, em particular da elipse, privilegia um ensino que apenas
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vincula os conhecimentos geométricos para ilustrar o corte de um cone por um plano, sem
justificar sua relagdo com a definicdo lugar geométrico e outras propriedades e relagdes
matematicas. Assim sendo, deve-se procurar abordagens que facam refletir aos estudantes sobre
estratégias e praticas criadas ao longo da histéria humana para explicar e compreender
contetdos matematicos escolares, 0 que promoveria uma possibilidade de agdes pedagogicas
para promover ensino e aprendizagem diferenciados, criativos, investigativos etc. Uma
abordagem que propicie isto, e por meio do uso da Historia para/no Ensino da Matematica
(Mendes, 2022).

Neste trabalho usaremos a Historia da Matematica para apoiar o Ensino da Elipse com
base nas ideias e nogdes de Menécmo, Apol6nio e a abordagem como lugar geométrico
proposta por Pierre de Fermat. De maneira tal a apresentar uma abordagem além do corte entre
um plano e um cone reto, descrevendo os diversos métodos para determinar a equacao da Elipse
até chegar a expressdo reduzida dela. Portanto, na nossa abordagem sdo estabelecidas
correlagbes geométricas e algébricas advindas do desenvolvimento histdrico e epistemologico
da Elipse na organizacdo de um movimento sequencial historico.

Assim sendo, o0 objetivo deste trabalho é caracterizar no desenvolvimento histérico e
epistemoldgico os métodos de obtencdo da equacgdo da Elipse para subsidiar a organizacéo de
um movimento sequencial historico relativos a trajetoria matematica da Oxytome a Elipse para
0 ensino desta conica. Nas se¢des seguintes descrevemos as bases teoricas a respeito da historia
no ensino da matematica, os processos metodoldgicos da investigacao, a trajetéria matematica

da Oxytome a Elipse e, finalmente, as consideraces finais.

HISTORIA NO ENSINO DA MATEMATICA

A Histdria da Matematica € um recurso pedagdgico que desperta o interesse de muitos
estudiosos e pesquisadores da Educacdo Matematica, estabelecendo-se, para alguns
professores, como uma metodologia capaz de auxiliar o processo de ensino de Matematica em
sala de aula. Conforme Mendes (2022, p. 19), ela se refere ao uso da Historia da Matematica
no ensino, definindo-o como "exploragdes educativas da histéria das ideias produzidas no
passado e como podem ser refletidas na Matematica que ensinamos”. De fato, a Matematica
que conhecemos hoje reflete os esforcos humanos para resolver problemas cotidianos e
compreender o0 mundo. Desde a antiguidade, 0 homem fez inUmeras descobertas e invencoes

para solucionar os problemas que surgiam em sua vida diaria - desde, talvez, a primeira
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descoberta de como produzir e usar o fogo, para cozinhar e aquecer-se, até a criagdo de

automaveis e avibes como meios de transporte para chegar a lugares mais distantes.

Nesse sentido, os professores que utilizam a Historia da Matematica em suas salas de
aula deveriam refletir com seus estudantes sobre as estratégias e praticas criadas ao longo da
historia humana que ainda podem ser implementadas hoje para explicar e compreender
contetdos matematicos imersos nessas praticas. 1sso promoveria a possibilidade de um novo
método educativo que busca ensino e aprendizagem diferenciados, criativos e investigativos,
entre outros. Mendes (2022), em suas reflexdes sobre o tema, reconhece que o estudo de textos
do passado € importante para o ensino de Matematica, visto que o professor guia seus estudantes
na reconstrucdo das ideias atualmente presentes na Matematica, constituidas nos livros
didaticos a partir da riqueza do tratamento dos documentos originais.

Uma alternativa tedrico-pratica que possibilita 0 uso da historia para a criacdo de
atividades didaticas para o ensino de Matematica é a Investigacdo Histdrica. Essa perspectiva
baseia-se na historia e na investigacdo como fontes de geracdo de Matematica escolar. Para
Mendes (2006), é possivel adaptar essa perspectiva tedrico-pratica, valorizando e ajustando as
informacdes histdricas as necessidades do professor, de modo que seu uso seja mais produtivo
na sala de aula. Ainda segundo Mendes, o principio que articula as atividades de ensino por
meio da Histéria da Matematica € a investigacao, estabelecendo em sala de aula um ambiente
criativo, provocador e problematizador do conhecimento evidenciado na Histéria da
Matematica.

Seguindo essa linha de pensamento, Fossa (2006) sugere que a investigacdo da Historia
da Matematica é sempre uma atividade que envolve a compreensao dos conceitos matematicos.
Nesse sentido, Fossa (2006) propde o desenvolvimento das habilidades matematicas que o
professor e a escola desejam que o aluno alcance. Ele sugere que a Histéria da Matematica seja
incorporada ao ensino de Matematica na forma de atividades de redescoberta ou resolucdo de
problemas, pois € uma fonte rica de problemas interessantes e desafiadores que podem ser
usados em sala de aula para proporcionar um melhor entendimento dos contetdos por parte dos
alunos.

O uso de atividades mediadas pela historia possibilita ao aluno perceber como os
conceitos matematicos constituidos hoje em dia mudaram ao longo do tempo e como 0s
métodos de resolugédo dos problemas matematicos histéricos foram aprimorados até chegarem

a forma do conhecimento escolar.
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PROCEDIMENTOS METODOLOGICO DA PESQUISA

A metodologia adotada nesta pesquisa baseia-se em uma abordagem qualitativa,
utilizando a pesquisa bibliografica como principal método de coleta de dados. Conforme
descrito por Gil (2008), este tipo de pesquisa é fundamentado na analise de material ja
elaborado, principalmente livros e artigos cientificos. Para investigar o desenvolvimento
historico e epistemoldgico da transicdo da Oxytome para a Elipse, optamos por uma busca
detalhada em fontes primarias, secundarias e terciarias, que abordem informacGes matematicas
historicas relacionadas aos trabalhos dos matematicos Menécmo e Apoldnio sobre essa curva.

As fontes primarias incluirdo tratados de Menécmo e Apol6nio, bem como quaisquer
documentos originais, como manuscritos matematicos antigos e registros de descobertas
matematicas da época em que esses estudiosos viveram e trabalharam. Assim sendo. Foi
procurado compreender suas contribuicbes especificas para o estudo da curva eliptica e
quaisquer insights matematicos que tenham oferecido sobre sua natureza e propriedades.

As fontes secundarias desempenhardo um papel crucial na analise e interpretacdo das
contribuicdes de Menécmo e Apoldnio para a compreensdo da curva eliptica. Essas fontes
incluiram livros de histéria da matematica, artigos de pesquisa académica e dissertacfes que
investigam o contexto historico e matematico em que esses estudiosos estavam inseridos. Além
disso, essas fontes secundarias ofereceram analises criticas das obras de Menécmo e Apoldnio,
destacando suas contribuicGes para o desenvolvimento da geometria e da matematica em geral.

As fontes terciarias foram consultadas para obter uma visdo panoramica do tema,
indicando onde encontrar informacdes especificas sobre os trabalhos de Menécmo e Apoldnio
relacionados a curva eliptica. Isso incluiram referéncias em enciclopédias de matematica,
dicionarios especializados e bibliografias de obras relevantes. Essas fontes terciarias ajudardo
a direcionar nossa pesquisa e a identificar outras fontes importantes para a investigacao.

Ao utilizar uma ampla gama de fontes primarias, secundarias e terciarias, esta pesquisa
busca fornecer uma compreensdo abrangente e aprofundada do desenvolvimento histérico e
epistemoldgico da transi¢do da Oxytome para a Elipse, com foco nas contribuicdes matematicas

de Menécmo e Apoldnio para o estudo dessa curva.

UMA TRAJETORIA HISTORICA E EPISTEMOLOGICA DA OXYTOME A ELIPSE

Segundo Estrada et al. (2000), para determinar o symptome da Oxytome, Menécmo

utilizou um cone reto que tem o angulo agudo no Vvértice, ou seja, que € um cone oxigonal.

Colnspiragdo - Revista dos Professores que Ensinam Matematica | ISSN: 2596-0172 | Qualis: B1
V. 7, 2024003, Jan.-Dez., 2024
DOI: 10.61074/Colnspiracao.2596-0172.e2024003



Conexdes Histéricas e Epistemoldgico entre a Oxytome e a Elipse: Implicagdes para o Ensino de Segdes Conicas

Entdo, seja um cone circular reto apoiado sobre o plano m que possui um angulo agudo no
vértice A. O segmento BC é o didmetro da circunferéncia base do cone. O ponto F esta sobre a
geratriz AC e por ele trace um plano a perpendicular a AC. Da interse¢do do cone com o plano

a obtemos a curva p, a qual Menécmo chamou de Oxytome (Figura 1).

Figura 1 — Oxytome

Fonte: Elaborada pela autora a partir de Silva Filho (2015)

Agora temos um ponto K sobre a Oxytome que seja diferente de F e por esse ponto
incidiremos o plano S paralelo ao plano . A intersecdo do cone com o plano S é a
circunferéncia g. A intersecdo de g com as geratrizes AC e AB sdo 0s pontos N e M,
respectivamente. Temos, entdo, que o segmento MN € o didmetro de g.

Nesse caso, 0 plano de secdo a, perpendicular a geratriz AC, ndo ¢ paralelo a geratriz
AB, portanto as retas FD e AB nao s&o paralelas (FD # AB). Como MN e diametro de g, temos
que o tridngulo KMN inscrito na circunferéncia g é retangulo e tem o segmento MN como
hipotenusa e KD ¢é a altura relativa a hipotenusa. A partir da figura 14, observe que o triangulo
AMKN é retangulo em K e o tridngulo AMKN é semelhante aos triangulos AMDK e ANDK. Os

triangulos AMDK e ANDK sédo semelhantes, entdo podemos dizer que:
DM DK

DK DN (1)
Dessa forma, KD é a média proporcional* entre DM y DN, portanto, podemos escrever o
seguinte:
KD? =DM.DN (1.1)
Agora prolongamos os segmentos EF e BC de modo que se encontrem no ponto J

(Figura 2). Dessa forma, temos que os triangulos AMDE e ABE] sdo semelhantes (AMDE =~

ABE]) pelo critério angulo-angulo-angulo (os angulos MED = BE] por serem opostos pelo

4 Um segmento é a média proporcional de dois outros segmentos, quando ocupa as duas médias ou os dois
extremos da mesma proporgao.
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vértice, também temos que os angulos EMD = EBJ e MDE = BJE por serem angulos alternos

internos entre paralelas (Figura 2).
Figura 2 — Vista frontal da Oxytome e semelhancga dos triangulos (AMDE = ABE]J)

Fonte: Elaboracéo pelos Autores
Dessa semelhanca, temos:
DM _ Bj

DE'B
=58 o py =DEB]
DE EJ EJ

@)

Da mesma forma, observa-se que os triangulos AFDN e AFJC sdo semelhantes
(AFDN = AFJC) (Figura 3), pelo critério angulo-angulo-angulo (o &ngulo FDN e congruente
com o angulo FJC (FDN = FJC), o angulo FND é congruente com o angulo FCJ (FND = FCJ)
por serem angulos correspondentes entre paralelas e os triangulos compartilham o mesmo
angulo DFN).

Figura 3 — Vista frontal da Oxytome e semelhanca dos triangulos (AFDN =~ AF]C)

A

/ A\

Fonte: Elaboracéo pelos Autores

Ent&o tem-se que:
DN c DF-JC
— = < = DN = !
DF JF

(2.1)

Assim, substituindo as expressoes (4) e (2.1) em (2.1) obtemos:

DE-B]_DF-]C
2 (22

KD?=DM.DN = KD?=

Como DE = EF — DF aequacao (2.2) pode ser escrita na forma:
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BJ-DF-JC

KD? = (EF = DF) ==

(2.3)

Os segmentos ED, JB,]C, E] e JF tém sempre a mesma medida independente da escolha
do ponto K sobre a curva, enquanto os segmentos KD e FD variam de comprimento em fungéo

da posicdo do ponto K (Silva Filho, 2015). Entdo, fazendo KD =y e FD = x, EF = 2a ¢

BJ-JC
BIJC _ k, temos:
EJJF

y? =kx(2a—x) (2.4)
Utilizando as expressdes de hoje em dia, podemos escrever a equacao (2.4) da seguinte
2
maneira, considerando k = %, temos:

2 2,2 2
y2=—x(2a—x):>y 2ab x —bx:>y2=2bx (25)

a? a a2 !

Agora, considerando | = —, podemos escrever o seguinte
2

=l—2Zx% (26
y =l -2y (28)

Segundo Urbaneja (2017), | é uma constante chamada de latus rectum e “a” e “b” sdo
constantes.

Figura 4 — A Oxytome segundo Menécmo
A

Fonte: Elaboracéo pelos Autores

Por sua vez, segundo Eecke (1963), Apoldnio, em seu tratado As Conicas, definiu a

Elipse em seu primeiro livro, na proposic¢do XllII, da seguinte maneira:

Se um cone é cortado por um plano que passa pelo eixo, e se € cortado por outro plano
que, encontrando cada um dos lados do tridngulo que passa pelo eixo, ndo é paralelo
nem antiparalelo a base do cone; se, além disso, o plano base do cone e o plano secante
se encontram ao longo de uma linha reta perpendicular a base do tridngulo que passa
pelo eixo, ou perpendicular ao prolongamento desta base, o quadrado de qualquer
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linha reta tracada a partir da secdo do cone, paralelo a se¢do comum dos planos, até o
diametro da secdo, sera equivalente a uma area aplicada ao longo de uma determinada
linha reta, com a qual a razdo entre o diametro da secéo é igual a razdo do quadrado
da reta, do topo do cone, paralelo ao didametro da secdo, até a base do triangulo, até o
retangulo delimitado sob as linhas que esta Gltima linha recorta nas laterais do
triangulo (°); area que tem como largura a linha cortada no diametro por esta primeira
linha, na lateral do topo da secéo, e reduzida por uma figura, semelhante ao retangulo
delimitado pelo didmetro e pelo parametro, e colocada de forma semelhante (%) .
Chamamos essa secdo de elipse (p. 28).

Segundo Eecke (1963, p. 29) e Unbaneja (2017, p.57-58), Apolonio brinda uma

continuacéo a sua proposicao XIII, no intuito de explicar sua definicdo da Elipse:

Seja um cone de vértice A e que tem como base a circunferéncia BC, vamos corta-lo
por um plano que passa pelo eixo, que produzird como sec¢do o triangulo ABC, e por
outro plano que ndo é nem paralelo nem oposto, cuja interse¢do com o cone da a
superficie cbnica GEK com diametro EG. ZH perpendicular a BC do plano secante e
da base do cone. Vamos tragar pelo ponto E a reta EP perpendicular a EG, por A a
reta AE paralelaa EG e vamos fazer com que a reta EG esteja para uma reta EP como
0 quadrado de FA para o retangulo formado por FB e FC, e finalmente, vamos
desenhar um ponto qualquer K da se¢do, o paralelo KD a ZH. Digo que o quadrado
KD equivale ao retangulo que, aplicado a EP, tem a largura ED reduzida numa figura
semelhante ao retangulo das retas EG € EP.

A solucdo de Apoldnio para sua proposi¢do XIII do livro | € mostrada na figura 5 a
sequir:

Figura 5 — Solucéo da proposicdo XII1 de Apoldnio

Fonte: Elaboracéo pelos Autores

Baseados na definicdo de Elipse de Apoldnio, essa curva pode ser caracterizada da

seguinte forma:

S Isto é, sob os segmentos que é paralelo ao didametro, tracado a partir do vértice do cone, corta na base estendida
do cone do tridngulo axial

®Esta afirmacdo equivale a dizer que, na secédo conica considerada, o quadrado da ordenada equivale a uma érea
retangular que, aplicada de acordo com o pardmetro, ou seja, tendo este pardmetro como comprimento, e tendo a
abcissa como largura, é reduzido por outra area, semelhante aquela que tem o pardmetro para comprimento e o
didmetro para largura. Portanto, se designarmos a ordenada por y, a abcissa por x, o didmetro por a e 0 pardmetro

- I ~ b P ~ . .
por p, o enunciado da proposicdo se traduz na relagdo: y? = px — ;xz, que é a equacdo cartesiana de uma elipse
relacionada a eixos obliquos, um dos quais € o didmetro e o outro a tangente em sua extremidade.
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Conexdes Histéricas e Epistemoldgico entre a Oxytome e a Elipse: Implicagdes para o Ensino de Segdes Conicas

Seja um cone de vértice A e que tem como base a circunferéncia BC, trazemos um plano
que passa pelo eixo, que produzird o triangulo axial ABC, logo o segmento BC é base do
triangulo axial ABC. O segmento SZ no plano da base do cone € perpendicular & prolongacao
de BC. A curva GEK é uma Elipse gerada pela intersecdo do plano = com o cone, logo o
segmento EH é a intersecdo da secdo plana com o triangulo ABC. E é G sdo os pontos de
intersecdo da curva com AB e AC respectivamente. Tracamos AF paralelo a EG e encontra-se
com o prolongamento de BC no ponto F. O ponto K € um ponto qualquer pertencente a curva
GEK, com o segmento KD perpendicular ao plano do triangulo axial ABC. Assim, KD é
perpendicular a EG no ponto D. Por sua parte, 0 segmento MN é o didmetro da secéo circular
determinada por um plano B que contém o segmento KD, sendo este paralelo a base BC. O
segmento MN intercepta o lado AB em M e AC em N, logo KD é perpendicular a MN no ponto
D. EP é um segmento perpendicular a EG e EP também estéa contido no plano perpendicular a
secdo conica que passa por E. O retdngulo EDPT estéa situado num plano perpendicular ao plano
da secdo conica. V é o ponto de intersecdo dos segmentos DT e PG.

Segundo Lopes (2011), o segmento EP é de extrema importancia para a caracterizacdo
das curvas. Ainda segundo esse autor, € um parametro que Apoldnio definiu em funcdo dos

lados do triangulo axial AABC e dos segmentos AE e AF da seguinte forma:
EP _ BFFC
EG  AF?

(2.7)

O ponto K é um ponto qualquer pertencente a curva GEK, com o segmento KD
perpendicular ao plano do triangulo axial ABC. Assim, KD é perpendicular a FH no ponto D.
Por sua parte, 0 segmento MN é o diametro da secdo circular determinada por um plano que
contém o segmento KD, sendo este paralelo a base BC. O segmento MN intercepta o lado AB
em M e AC em N, logo KD é perpendicular a MN no ponto D.

Por média proporcional, encontra-se:

KD? = MD - ND (1.1)

Sabe-se que EH ndo é paralelo ao lado AC do triangulo axial AABC, neste caso EH
intercepta ao lado AC no ponto G. Agora, para a analise e caracterizacdo da Elipse, Apolonio
em sua definicdo relaciona o quadrado KD que equivale ao retdngulo que, aplicado a EP, tem
a largura ED reduzida numa figura semelhante ao retangulo das retas EG e EP.

Nesse sentido, considere-se 0 esquema obtido a partir da figura 5 e ilustrado na figura
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Figura 6 — Esquema obtido a partir da definicdo de Apolonio

Fonte: Elaboracéo pelos Autores
Por construcdo, MN é paralelo a BC e AF é paralelo EH, entdo os triangulos AABF e

AEDM séo semelhantes (AABF ~ AEDM) pelo critério angulo-angulo (os angulos ABF EMD
s&o congruentes (ABF = EDM), por serem angulos correspondentes entre paralelas, MN ||
BC e os angulos AFB e EDM s&o congruentes (AFB = EDM), por serem angulos

correspondentes entre paralelas, AF || EH (Figura 7a), logo:
Z =2 28
Da mesma maneira, DN é paralelo a FC e GD é paralelo a AF, entdo os triangulos ADNG
e AACF sdo semelhantes (ADNG ~ AACF) pelo critério dngulo-angulo (os dngulos GDN AFC
s&o congruentes (GDN = AFC), por serem angulos alternos internos entre paralelas, DN || FC
e os angulos GND e ACF s&o congruentes (GND = ACF), por serem angulos correspondentes

entre paralelas, GD || AF, ver Figura 7b), logo:
DN _ CF

DG AF (2.9)

Figura 7 —. Semelhancas nos triangulos (AABF =~ AEDM) e (ADNG =~ AACF)

A

(b)

Fonte: Elaboracéao pelos Autores
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Conexdes Histéricas e Epistemoldgico entre a Oxytome e a Elipse: Implicagdes para o Ensino de Segdes Conicas

Sabe-se também por construcdo que EP é paralelo a DV, entdo os triangulos AGEP e
AGDM sdo semelhantes (AGEP ~ AGDM) pelo critério angulo-angulo (os angulos GEP GDV
sdo congruentes (GEP = GDV) e os angulos GPE e GDV sao congruentes (GPE = GDV), por

serem angulos correspondentes entre paralelas, EP || DV (Figura 8a), logo:

EP DV
— == (2.10)
EG GD

O segmento que passa pelos pontos colineares D, V e T é paralelo a EP e ED ¢é paralelo
a PT. Logo, os triangulos AGEP e APTV sdo semelhantes pelo critério angulo-angulo: os
angulos GPE e GVD sdo congruentes por serem correspondentes entre paralelas, os angulos
GVD e TVP sdo congruentes por serem opostos pelo vértice, logo os angulos GPE e TVP sio
congruentes (GPE = TVP). Ainda os angulos GDT e PTV também sdo congruentes por serem
angulos alternos internos entre paralelas, os angulos GDT e GEP sdo congruentes por serem

correspondentes entre paralelas, logo os dngulos GEP e PTV sdo congruentes (GEP = PTV)
- VT _EP
(Figura 8b). Dai: = Zo (2.11)

Figura 8 — Semelhangas nos triangulos ((AGEP =~ AGDM) e (AGEP =~ APTV)

(b)

Fonte: Elaboracéo pelos Autores

Ainda como os segmentos ED e PT tém o mesmo comprimento, ja que sdo lados do

retdngulo EDTP, obtém-se:
vr=2.ED (2.12)
EG
Logo, segundo Lopes (2011), a expressao correspondente a essa curva pode ser obtida

da seguinte forma: Dividindo (3.1) por ED - GD tem-se que,

KD?* _ MD-DN
ED-GD  ED-GD

(2.13)

Substituindo (2.8) e (2.9) encontra-se que:
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KD?* _ BF CF KD? _ BF-CF
ED-GD  AF AF' ED-GD  AFZ

(2.14)

Segundo Estrada et al. (2000), a relagdo da equacéo (2.13) mostra que a razdo entre o
quadrado de lado KD e o retangulo de lados DE e DG é independente do ponto K pertencente
a conica. Ainda segundo esses autores, Apolénio ndo toma essa propriedade como sintoma da
conica.

Entdo, fazendo uso de (2.7) e (2.10), obtém-se:

__ DV-ED-GD

KD? = KD? =DV -ED (2.15)

Logo, a equacdo KD? = DV -ED é uma expressdo geral para a curva, com DV
representando valores diferentes. Agora, escrevendo DV em funcdo da constante EP, temos
que: DV = EP — VT. Assim, pode-se escrever (2.15) da seguinte maneira

KD? = ED(EP —VT) (2.16)
Ainda pela equacéo (2.12) podemos escrever (2.16) da seguinte maneira:

EP

KD? = ED [EP -1(Z)- ED” ouKD? = ED - EP — —~- ED? (2.17)

A equacdo, interpretada geometricamente, € 0 mesmo que dizer que a area do quadrado
aplicado ao segmento KD é igual a area do retangulo de lado a EP e altura ED, menos algum
valor, neste caso seria % - ED? (o retangulo de lados % -ED e ED) (Figura 9). Assim, a curva

nesse caso é uma Elipse, termo originario do grego ellipis, que corresponde a aplicacdo de areas
(Estrada et al., 2000; Lopes, 2011).

Figura 9 — Interpretacdo geométrica da equacdo da elipse

7,

Fonte: Elaboracédo pelos Autores

G

Utilizando a linguagem usada hoje em dia, considere EP um parametro EP = p e EG
diametro EG = d que ira representar o eixo maior da elipse, considerando ainda KD =y e
ED = x, aequacdo (2.17) fica como:

y? =xp—§x2
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Conexdes Histéricas e Epistemoldgico entre a Oxytome e a Elipse: Implicagdes para o Ensino de Segdes Conicas

Para seguir com o estudo da Elipse, vamos considerar a seguinte defini¢do: “Uma Elipse
é definida como o conjunto de todos os pontos do plano que atendem a condi¢do AP + BP =
2r e que estdo em um unico plano, onde A e B séo os focos da Elipse (Smith, 2013). Nesse
sentido, sejam A e B dois pontos arbitrarios pertencentes a um plano. Escolhemos alguma
distancia arbitraria, maior do que a distancia entre A e B. Definimos r como metade dessa
distancia, entéo a distancia em si seria 2r, dai AP + BP = 2r. C é o ponto médio entre A e B.
Ent&o, é do nosso interesse investigar as caracteristicas da Elipse’, especialmente a relagéo entre
as distancias x e y (Figura 10a).

Figura 10 — Gréfico da definicdo da elipse como lugar geométrico

(a) (b)

Fonte: Elaboracéo pelos Autores

Seja o0 ponto D equidistante de A e B, pois esta a distancia r dos dois pontos, ou seja,
DA = r e DB = r. Vamos chamar s a distancia AC, que é igual a distancia CB, entdo AC = s,
CB = s e AB = 2r (Figura 10b). A seguir, tragamos uma circunferéncia de raio r centrado no
ponto A, que chamaremos de p, da mesma forma desenharemos outra circunferéncia de raio r
centrado no ponto B, que chamaremos de g. F é o ponto de intersecdo da circunferéncia p com
0 segmento AP. G é o ponto de interse¢do da circunferéncia g com a reta que passa pelos pontos
B e P. pelo ponto F tracemos uma reta paralela a AB e chamemos de M ao ponto de intersecdo
dessa paralela com o segmento BP. Chamemos u a distancia GP e PF,1ogo GP =ue PF =u
(Figura 11).

" Toda férmula é um registro escrito em forma de equagéo, da relacéo entre quantidades que podem ser medidas.
Neste caso, as distancias x e y

Colnspiragdo - Revista dos Professores que Ensinam Matematica | ISSN: 2596-0172 | Qualis: B1
V. 7, 2024003, Jan.-Dez., 2024
DOI: 10.61074/Colnspiracao.2596-0172.e2024003

14



lvonne C. Sanchez; Luis Andrés Castillo e Iran Abreu Mendes

Figura 11 — Relag6es do ponto P com os focos da elipse e as circunferéncias g e p

Fonte: Elaboracéo pelos Autores

Observe na figura 43 que o ponto P esta fora da circunferéncia centrada em A, portanto,
a distancia entre esses dois pontos € maior que r por certa distancia, neste caso PF, porém,
PF =uentdo: AP =r+u (3)

Ainda segundo a figura 11, o ponto P esta dentro da circunferéncia centrada em B,
portanto, a distancia entre esses dois pontos € menor que r por certa distancia, neste caso GP,
porém, GP = u, logo: BP =r —u (3.1)

Agora, considere o diagrama da Figura 12a a partir da Figura 11. Observe que 0s pontos
C, F e G podem ser colineares. Segundo Smith (2013), para caracterizar a Elipse ndo precisamos
provar, mas vale a pena. Logo, como FM ¢é paralela com AM, os tridngulos APFM e AAPB sdo
semelhantes pelo critério angulo-angulo, ja que os angulos PFM e PAB s&o congruentes por

serem correspondentes entre paralelas e os angulos PMF e PBA s&o congruentes por serem

. FM _ FP
correspondentes entre paralelas, entéo: TR (3.2)

Substituindo os valores de AB, FP e AP em (3.2) temos: M = %X — FM = 2%
2r r+u r+u

(3.3)

Dessa semelhanca de triangulos também podemos dizer que:

- (34
PB AP

Substituindo os valores de PB, FP e AP em (3.4) temos:

PM_ 2 — py =4 (35

r—u r+u r+u
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Figura 12 — Semelhangas nos triangulos (APFM ~ AAPB)

Fonte: Elaboracéo pelos Autores

Agora, tracamos a reta que passa por GF, o ponto de intersecdo desta reta com AB
chamaremos N. Observe o diagrama da figura 12b, os triangulos ANGB e AFGM sdo
semelhantes pelo critério angulo-angulo, ja que os angulos GNB e GFM s&o congruentes por

serem angulos correspondentes entre paralelas, e os angulos GMF e GBN sdo congruentes por

serem angulos correspondentes entre paralelas, logo:

NB _ GB _ FM-GB
=y — NB=—F1— (36)

Observe que:
GM = GP + PM (3.7)
Sabemos que GP = u, entdo substituindo esse valor e a equacdo (3.5) em (3.7)

u(r —u)
r+u
Resolvendo essa soma de fragdes, temos

GM =u+

u(r+uw)+ulr—uw) ufr+w)+ 0 -—w] 2ur

r+u r4+u T r+u
Dessa maneira, GM fica como:

2ur

GM = m (3.8)

Ainda temos que, GB = r, entdo substituindo esse valor, a equagéo (3.3) e (3.8) em (3.6)
temos que:

2ru
)
NB =T~ (3.9)

r+u

Logo, NB = r. Sabemos também que AB = 2r, entdo

AB=AN+NB = AN =AB—-NB = AN =2r—r = AN =r
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Isso mostra que N esté entre A e B, especificamente, & mesma distancia (s) de Ae B. O
ponto C ocupa a mesma posicao, portanto os pontos C, F e G séo colineares. Voltemos agora
ao nosso proposito inicial, que é identificar uma relacdo entre as distancias x e y. A partir dos
dados da Figura 13, podemos obter expressdes para PC e cos 8, 0 que nos permitira desenvolver
uma férmula que relaciona x e y. Chamaremos 6 ao angulo PCB e a ao angulo PC4, o valor
do angulo a é « = 180° — 6.

Figura 13 — Grafico da relacdo das distancias x e y na elipse

Fonte: Elaboracéo pelos Autores

Usando a identidade trigonométrica
cos(180° — 8) = —cosf (3.10)
Entdo, aplicando a lei dos cossenos® ao tridngulo APCB
(r—u)? = (PC)? + (5)2 — 2(PC)(S) cos B
Desenvolvendo (r — u)? temos:
r?2 —=2ru+u? = (PC)? + (5)2 — 2(PC)(S) cos 6 (3.11)

Logo, aplicando a lei dos cossenos ao triangulo APAC, temos:

(r + w)? = (PC)% + (5)% — 2(PC)(S) cos(180° — 6) (3.12)
Porém, como cos(180° — ) = — cos 6 e desenvolvendo (r + w)?a equagdo (3.12) fica:

2+ 2ru+u? = (PC)? + (5)? + 2(PC)(S) cos(8) (3.13)
Subtraindo a equacéo (3.11) de (3.13) obtemos

r?2 = 2ru+u? = (PC)% + (5)2 — 2(PC)(S) cos O
2+ 2ru + u? = (PC)% + (5)? + 2(PC)(S) cos(0)
4ru = 4(PC)(s) cos B

8 A lei dos cossenos é usada para encontrar as partes que faltam em um tridngulo obliquo (ndo um tridngulo
retangulo) quando as medidas dos dois lados e a medida do angulo incluido séo conhecidas. ¢? = a? + b% —
2abcosC.
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(PC)cosB = %
Porém, PC cos 0 = x, entdo

x = % (3.14) 6 u = % (3.15)

Pelo teorema de Pitagoras no triangulo APCE, para determinar y, temos que
y? = (PC)* — x* (3.16)

Agora precisamos conhecer alguma expressdo para PC. Se somarmos as equacdes 5.11)

e (3.13), tem-se:
r?2 = 2ru+u? = (PC)? + (s)* = 2(PC)(S) cos O
24+ 2ru+u? = (PC)? + (s)? + 2(PC)(S) cos(0)
2r?2 4+ 2u? = 2(PC)? + (s)?

Entdo, simplificamos:
2(r2 +u?) = 2[(PC)? + (5)?]] = (PO)? =r?+u? —s? (3.17)
Logo, substituindo (3.17) em (3.16) temos
y2=r2+u?—s?—-x? (3.18)
Substituindo a equacao (3.15) em (3.18) temos:

SX\ 2 s2x?
2 __ .2 2 A2 2 — (2 _ 2 — x2
ye=r S+(_r) X< =y —(T S)+<T'2 X)

2.2 2,.2 2.2 2,.2
S°X X°r S°X" —X°r
y2=(T2—SZ)+<r2 —r—2>:y2=(7"2—52)+<r—2>

-r?)x?

2
y? = (2 —s?) +©

(3.19)

72
Multiplicando ambos os lados da igualdade da equacéo (3.19) por 2

r2y?2 =1r2(r? —s2) + (s —r?)x? (3.20)
Logo, entdo, tirando o fator comum —1 da expresséo (s — r?)
r2y2 =1r2(r?2 —s?) — (r? —sH)x? = (r? —sHx? +r?y? =7r?2(r? —s?) (3.21)
Se dividirmos ambos os lados da equagio (3.21) por r?(r? — s2), obtemos

(=st)e? |y st a2y g (399

r2(r2—s2) r2(r2—52) - r2(r2—s2) 72 (rZ_SZ)

Na expressdo na equacéo (3.22) considerandoa = reb = r? —s?

x2 yZ _
> + = 1 (3.23)
Para chegar na expressdo semelhante a equacao da Elipse encontrada em livros didaticos (Lima,

2015):
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b=1r*>—s? = b?=r2—-5s2

2

zZ .y
s+ =1 (324)

a

Logo, podemos escrever (3.22) da seguinte maneira ad

Dessa forma, segundo Smith (2013), é possivel compreender o significado das
quantidades s e r na equacéo da Elipse. Lembrando que s é a metade da distancia entre os focos
e r € a metade da soma das distancias entre qualquer ponto que pertenca a Elipse (Figura 14) e
os dois focos.

Figura 14 — Elipse num plano cartesiano

Fonte: Elaboracéo pelos Autores

Nos livros didaticos de geometria analitica, como no caso de Lima (2015) e outros,
podemos observar que o processo para determinar a equacles das curvas supracitadas €
excessivamente simplificado pelo que é chamado de “algebra de coordenadas”. Um processo
que parte da determinacédo das equacdes de curvas entendidas como lugares geométricos. Uma
matematica que, como vimos, tem como seu precursor mais atual Pierre de Fermat. Esse
matematico, porém, nao chegou a essa sofisticacdo por acaso, mas a partir de estudos de outros
processos de criatividade e (re)invencdo da Matematica que foi desenvolvida desde os tempos

de Meneacmo e Apol6nio, a qual € invisivel nos livros didaticos atuais.

CONSIDERACOES FINAIS

Apods uma leitura e reflexdo geral acerca do tema, ao longo das sec¢des deste artigo, foi
possivel reconhecer o desenvolvimento histdrico e epistemoldgico nos métodos de determinar
a equacdo da referida cénica desde Menécmo com a Oxytome, das contribuigdes de Apoldnio
com a Elipse até chegar na expressdo que corresponde ao lugar geométrico dos pontos que

pertencem a esta curva em particular.
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Nesse cendrio, conseguimos materializar um movimento sequencial historico, no qual
utilizamos a Historia da Matemaética para apoiar o Ensino da Elipse de maneira a apresentar
uma abordagem além do corte entre um plano e um cone reto, descrevendo os diversos métodos
para determinar a equacéo da Elipse até chegar a expressao reduzida dela, estabelecendo formas
de pensar e agir tanto geometricamente como algebricamente ao longo do sequencial. Embora
ndo seja foco desse trabalho salientar as potencialidades de tecnologias digitais, como o
GeoGebra, queremos destacar o papel deste software na realizacdo das figuras de maneira
precisa e que, no meio da investigacao historica, este teve um papel importante na compreenséo
de algumas correlacdes geométricas e algébricas nos métodos para determinar as equagdes da
Parabola descritos no sequencial historico.

Finalmente, consideramos que este trabalho representa um aspecto importante para
novos estudos investigativos sobre o desenvolvimento, apropriacédo e representacdo historica

desta conica e de outras curvas no campo da matematica em seu caréter cientifico e disciplinar.
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